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Exercice 1: Soit X un vecteur aléatoire de dimension d. Montrez que sa loi Px est entierement
déterminée par la donnée des lois de toutes les variables aléatoires réelles A - X, oi A € R? est tel
que [\ = 1.

Exercice 2: Soit Xi,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes, toutes de loi de Gauss
N(0,1). Soit ay,...,a, et by,...,b, des réels. Montrer que les deux variables aléatoires réelles .
V=37 a;X;et Z=37" b;X; sont indépendantes si et seulement si ) 7, a;b; = 0.

Exercice 3: Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de
parametre p. On pose pour tout n Y, = X, X, 1.

1. Quelle est la loi de Y, ?
2. Calculer Cov(Y,, Y, 1) pour tout n et tout k.

3. Montrer que Y, = = >0 Y Proba p?. Y-a-t-il convergence presque siire ?

Exercice 4: Soit X et Y deux variables aléatoires telles que X est a valeurs dans N, et Y suit une
loi exponentielle de parametre 1. On suppose de plus que la loi de X conditionnelle sachant Y est
une loi de Poisson de parametre Y, i.e

Yk
Vk >0, Pps., PX =Ek|Y]= exp(—Y)ﬁ.
Déterminer la loi de X, la loi conditionnelle de Y sachant que X = k.

Exercice 5: Convergence en loi et convergence des densités.

Pour tout réel x, on note x, = max(zx,0) et x_ = max(—z,0). Soit X et (pour chaque n > 1) X,
des vecteurs aléatoires a valeurs dans R?, qui possedent les densités f et f,, (par rapport a la mesure
de Lebesgue sur RY).

1. Montrer que

[ (@ = tu@)ede = [ (#@) = puo))-do =5 [ 11() = )l .

2. En déduire que si f,(z) — f(z) p. p. , alors f, — f dans L*(RY, By, dz).

3. Montrer que si f,(z) = f(z) p. p., X,, converge en loi vers X, quand n — oc.
Exercice 6: Soit {A;,7 > 1} une suite d’évenements telle que Y - P(Ay) = 4+00. On rappelle la
définition de I’évenement limsup,, A, = Ng>1 Up>rk A,

1. Si on suppose que les évenements {A;,7 > 1} sont indépendants, que vaut P(limsup,, A,) 7
(on ne demande pas la démonstration de ce résultat).

2. On ne suppose plus que les évenements {A4;,7 > 1} sont indépendants, mais on suppose que

sy (et P4

=a>0.
n—00 Z1§j,kgn ]P(Aj n Ak)




(a) On pose X,, = Y ,_ 14, et Y, = X, /E[X,]. Montrer que 'hypothése ci-dessus est
équivalente a limsup,, 1/E[V,?] = a.

(b) En notant que E [Y,] = 1, montrez que pour tout e €0, 1],
E V7] P(Ya2€) 2 (B [Valpzg]) 2 (1€
(¢) Montrer que (limsup,, A,)° C Ug>1 Mk { X, < k}. En déduire que pour € > 0 arbitraire,

P(limsup A,,) > P(limsup{Y,, > €}) > limsup P(Y,, > ¢).
(d) Déduire des trois questions précédentes que P(limsup,, A4,) > «a.

3. Montrez que le résultat de la question 1. se généralise au cas ou les évenements {A4;,7 > 1}
sont 2 a 2 indépendants.



